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1 Podsumowanie wykladu

Funkcja wykladnicza. Na wyktadzie pokazalismy, ze wzrost populacji bakterii mozna opisac
funkcja wyktadnicza. Ma ona ogdlng postac:

N(t) = Noa** (1)

gdzie Ny, a i k to state. Ny okresli poczatkowa wartosé N (np. poczatkowa liczbe bakterii),
a to podstawa potegi, a k okresla szybko$¢ wzrostu funkcji (np. szybko$é podziatlu danego
gatunku bakterii). Jesli a > 1, to w zaleznosci od znaku parametru k funkcja wyktadnicza moze
albo rosna¢ (k > 0) lub male¢ (k <0).

W matematyce czesto najwygodniejsza jest funkcja wyktadnicza o podstawie e, gdzie e
to liczba Eulera w przyblizeniu réwna 2,71828.... Udalo sie nam ja uzyska¢ jako warto$é
graniczna, do ktorej dojdziemy obliczajac warto$é wyrazenia:

(+3)

dla coraz wyzszych wartosci n. Matematycznie mozna to zapisa¢ za pomoca granicy:

1 n
e = lim (1 + —)
n—o0o n
Funkcja wyktadnicza e® jest zdefiniowana w sposéb nastepujacy:
e’ = lim (1 + z)
n—oo n

Czesto bedzie sie ona pojawia¢ w przypadku kiedy wzrost wyktadniczy bedzie zachodzié¢
w sposOb ciggly. Latwo mozemy obliczy¢ jej wartosé przy pomocy kalkulatora naukowego na
telefonie (lub w przypadku pracowni komputerowej — Pythona).



Logarytmy. Czesto mozemy potrzebowaé¢ wyznaczy¢ wyktadnik potegi, ktory da zadana
wartos¢, np. znalez¢ x w wyrazeniu 2% = 8. Warto$¢ ta zapisuje sie przy pomocy logarytmu
x =logy(8). W ogdlnosci logarytm o podstawie a z b, x = log, (b), oznacza wyktadnik do jakiego
nalezy podnie$¢ podstawe a, zeby uzyskac¢ b, tzn. a® = b.

Logarytm o podstawie e jest nazywany logarytmem naturalnym i jest zapisywany jako In(b)
lub czasem jako log(b), bez podania wartosci podstawy.

Logarytmy maja kilka przydatnych wtasnosci matematycznych. Na przyktad dla dowolnych
wartosci a, x, y i n zachodza rownosci:

log, (zy) = log, () +log,(y)
log,(2") = nlog, ()

2 Wtlasnosci funkcji wyktadniczej i logarytmoéow

Zadanie 1

Oblicz:

a) log, 8 d) logs 75 g) log,;225

b) log,, 100 000 e) log,0.125 h) log, /8

c) log, 52.25 f) log /8 i) log_.50.0625
Zadanie 2

Janek gra ze swoja mtodsza siostra w nastepujacy sposob: siostra wymysla liczbe od 0 do 1000
ale nie méwi jej. Janek mowi jakas liczbe, a siostra odpowiada, czy liczba zapisana na kartce jest
wieksza, mniejsza, czy taka, jaka chtopiec podat. Doktadnie tak samo zadaje kolejne pytanie
i tak az do momentu, az odgadnie liczbe.

Janek podejrzewa, ze jego siostra czasem oszukuje i zmienia liczbe w trakcie gry. Zaktadajac,
ze to prawda i siostra faktycznie zmienia liczbe w zaleznosci od pytan Janka, ile chtopiec musi
ich zadaé, zeby na pewno wygraé (lub ztapaé siostre na oszustwie)?

Zadanie 3

Przypusémy, ze populacja bakterii rosnie w czasie zgodnie ze wzorem:

N(t) = NO : 2k.t

gdzie Ny = 10, k = 0.5, a t to czas wyrazony w godzinach. Oblicz z pomoca kalkulatora ile
bakterii bedzie bedziemy mieli po ¢ = 0, 1, 2, 3 i 4 godzinach. Sprobuj naszkicowaé¢ wykres
przedstawiajacy liczbe bakterii w czasie.

Nastepnie sprobuj naszkicowaé wykres populacji bakterii dla k =1 oraz k = —0.5. Opisz jak
zmiana parametru k wplyneta na przebieg funkcji.
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Zadanie 4

Dobierz réwnanie do wykresow. Uzasadnij swoj wybér. Nie uzywaj komputera / kalkulatora.
(la) y = 3z (1b) y = a7 (lc) y =3 (1d) y = Yz
(2a) y =logg @ (2b) y=e (2¢) y =37 (2d) y=2

I

Zadanie 5

Udowodnij wtasnosci:

log, (zy) =log,(x) +log,(y)
log, (2") = nlog, ()

Wskazéwka: Przedstaw x iy jako potegi a.



Zadanie 6

Oblicz uzywajac kalkulatora nastepujace wyrazenia:
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gdzie x! = 1-2-...-x to silnia z, tzn. illoczyn wszystkich liczb catkowitych od 1 do x. Przyjmuje sie,
ze 0! = 1. Co obserwujesz? Do jakiej wartosci zmierzaja wyniki kolejnych obliczen? ”Sprawdz”
swoja hipoteze obliczajac np.
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Zastosowania funkcji wyktadniczej

Zadanie 7

Funkcja wykltadnicza moze byé¢ wykorzystana do opisu szybkosci rozchodzenia sie epidemii.
Wykres przedstawiony na rysunku |3| przedstawia liczbe nowych dziennych przypadkéw zacho-
rowan na wirusa w Wielkiej Brytanii od 23 lutego 2020 (dzien 1) do 22 kwietnia 2020 (dzien
60). Dnia 16 marca (dzie 22) premier Boris Johnson zalecil unikanie bezposrednich kontaktéw
oraz podrézowania, a 26 marca (dzien 32) wprowadzit pierwszy narodowy lockdown.

1.

Na podstawie gérnego wykresu opisz stownie jak zmieniata si¢ liczba zachorowan przed i
po lockdownie.

W celu zilustrowania szybkosci rozprzestrzeniania si¢ epidemii stosuje si¢ skale logaryt-
miczng. Na wykresie dolnym na osi pionowej zamiast liczby chorych (N) przedstawiono
jej logarytm naturalny In(/NV). Pokaz, ze funkcja wyktadnicza

N(t) = Nkt 2)

na takim wykresie jest linig prosta.
Wskazowka: Zastosuj logarytm naturalny do obu stron powyzZszego réwnania, a nastepnie sprobuj

uproécic wyrazenie po jego prawej stromie.

Na podstawie dolnego wykresu okresl czy funkcja wyktadnicza skutecznie opisuje przebieg
epidemii COVID-19 w Wielkiej Brytanii.

Oszacuj parametr wzrostu k funkcji wyktadniczej ze wzoru we wczesnej fazie epidemii
(poprzedzajacej wprowadzenie lockdownu). Nastepnie oszacuj ile dziennych zachorowan
moglibysmy zaobserwowac po 60 dniach gdyby pierwszy lockdown nie zostat wprowadzo-

ny.
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Zadanie 8

W Maju 1945 Han van Meegeren, holenderski malarz i portrecista, zostat oskarzony o sprzedaz
prac znanego malarza Vermeera (1632-1675) nazistom w trakcie wojny, co byto postrzegane za
akt zdrady karany $miercig. Bronit sie¢ jednak przed oskarzeniami twierdzac, ze obrazu nie byty
autorstwa Vermeer, ale ze wlasnorecznie je podrobit. W zwiazku z tym zostal oskarzony o fat-
szerstwo w pazdzierniku 1947 roku i zostal skazany na rok pozbawienia wolnosci, umierajac w
wiezieniu na atak serca w grudniu 1947. Jednak dalej toczyt si¢ spor w sprawie autentycznosci
jednego z obrazéw, zatytutowanego Wieczerza w Emmaus, i specjalny test zostal przeprowadzo-
ny dwadziedcia lat pdzniej, zeby okresli¢ jego wiek. Byt on oparty na rozpadzie promieniotwor-
czym izotopu otowiu 21°Pb wystepujacego w bialym otowiu, powszechnie wykorzystywanego za
czasOw Vermeera jako biaty barwnik.

Czas polowicznego rozpadu otowiu to 22.3 lat, tzn. co 22.3 lata ich ilo$¢ (a co za tym idzie
aktywnosé promieniotwércza prébki) maleje o potowe. Aktywno$é na gram farby kiedy obraz
zostal po raz pierwszy namalowany szacuje sie na okoto 22 rozpadéw na minute na gram probki.
W roku 1967 roku zmierzono aktywnosé¢ promieniotwércza na poziomie okoto 8.5 rozpadow na
minute na gram probki. Sformutuj funkcje wyktadnicza opisujaca zmiane aktywnosci probki w
czasie. Korzystajac z powyzszych danych czy sadzisz, ze obraz rzeczywiscie zostal sfatszowany?



Zadanie 9

Pojedyncza pastylka paracetamolu zawiera 1g substancji czynnej. Zaltézmy, ze jest ona calko-
wicie absorbowana do krwi zaraz po spozyciu pastylki. Krew czlowieka ma objetos¢ okoto 5
litrow. Czas potowicznego rozpadu paracetamolu jest szacowany na 2 godziny (czyli co dwie
godziny potowa paracetamolu jest usuwana z krwi).

Wykorzystujac powyzsze informacje oszacuj odpowiedz na ponizsze pytania:

1. Jaka jest koncentracja paracetamolu we krwi zaraz po spozyciu pastylki?

2. Zapisz funkcje wyktadnicza opisujaca zmiane koncentracji paracetamolu we krwi w czasie.
Jaka koncentracja pozostanie po 1 godzinie i po pieciu godzinach?

3. Efekt paracetamolu nie jest obserwowany gdy jego koncentracja spadanie ponizej 2mg/litr.
Oszacuj czas kiedy to nastapi.

4. (*) Wedtug recepty z paczki paracetamolu powinno sie go dawkowaé nie czesciej niz co
6 godzin. Jaka jest najwicksza mozliwa koncentracja paracetamolu w naszej krwi jesli
bedziemy stosowacé sie do recepty? Jak sie ona zmieni jesli bedziemy go czesciej zazywac?

Zadanie 10

Banki oferuja lokaty bankowe o réznym oprocentowaniu, zeby zacheci¢ nas do powierzenia im
naszych oszczednosci. Oprocentowanie moze by¢ obliczane i wyptacane wedtug réznych stawek.

1. Przypusémy, ze wplacamy do banku 10000 ztotych na lokate o oprocentowaniem 10% i
kapitalizacji rocznej (czyli odsetki otrzymamy po uptywie roku). Jaka kwota bedziemy
dysponowaé po uptywie roku?

2. Udalo nam sie znalez¢ inng oferte lokaty réwniez z oprocentowaniem 10%, ale z kapitali-
zacja 6-miesieczna (czyli potowe odsetek otrzymamy juz po polowie roku, i bedziemy je

6



mogli ponownie umiesci¢ na lokacie). Jaka kwota by$my dysponowali po wptaceniu 10000
ztotych na te lokate?

. Oszacuj nasz kapital po umieszczeniu go na rok na lokacie 10% o kapitalizacji:

e 3-miesiecznej,
e miesiecznej,

e dniowej.

. Co stanie si¢ jesli dalej byémy skracali okres kapitalizacji? Czy zysk bedzie rést nieogra-
niczenie czy dojdzie do pewnej stalej wartosci? Wyjasnij dlaczego.

Wskazowka: Zapisz réwnanie matematyczne opisujgce twoj zysk w zaleznosci od ilosci kapitali-
zacji n w ciggu roku (mp. n =1 w przypadku kapitalizacji rocznej, n = 2 w przypadku kapitalizacje
G-miesiecznej itd).

. W ksiegowosci uzywa sie czasem tzw. reguta 69 (z angielskiego ”Rule of 69”). Okresla ona,
ze jesli odsetki sg naliczane w sposéb ciggly, to nasz stan konta ulegnie podwojeniu po
czasie 69/r, gdzie r to oprocentowanie naszego konta. Na przyktad jesli oprocentowanie
wynosi 10% to nasz stan konto powinien ulec podwojeniu po & = 6.9 latach. Sprébuj

10
uzasadni¢ te regule matematycznie.



4 Proponowane zadania domowe

Uwaga: Ponizsze zadania sa proponowane jako zadania domowe, ale prowadzacy moze wy-
bra¢ inne zadania jak praca domowa i zaproponowaé inny rozktad punktacji. Mozecie oddac
prowadzacemu rozwigzania wszystkich lub tylko czesci zadan domowych. Maksymalna liczba
punktéw, ktorg mozna zdoby¢ w kazdym tygodniu wynosi 6. Powodzenia!

4.1 Funkcja wyktadnicza i logarytmy

Zadanie 11 (1 punkt)

Ludzkosé kolonizuje galaktyke! Ziemia wystata trzy statki, zlktorych kazdy za 100 lat skolonizuje
jedna planete. Nastepnie, kazda z tych nowych planet skolonizuje 3 kolejne za doktadnie 100
kolejnych lat i tak dalej. Ile lat minie, zanim galaktyczne imperium posiadzie wiecej, niz 67
planet?

Zadanie 12 (1 punkt)

W, Wielkiej Encyklopedii Komputerowej 1984” znajduje sie 16 tysiecy haset. Ze wzgledu na
topornos¢ tego produktu, nie mozna w nim wyszuka¢ interesujacego nas hasta. Mozna jedynie
podaé¢ numer tego, ktore chcemy sprawdzi¢ i ono sie nam wyswietli. Ile hasel musimy spraw-
dzi¢, zeby odnalez¢ jedno, ktore nas interesuje, jezeli hasta sa ponumerowane wedtug kolejnosci
alfabetycznej?

Zadanie 13 (1 punkt)

Nasz kalkulator potrafi obliczaé tylko logarytm o podstawie 10. W jaki sposéb mozemy na nim
policzy¢ logarytm przy podstawie 57

Zadanie 14 (2 punkty)

Ile cyfr potrzeba, zeby zapisaé¢ liczbe googol (czyli 1019 w systemie binarnym? Odpowiedz
uzasadnij.

Zadanie 15 (2 punkty)

Funkcje wyktadnicza wykorzystuje si¢ m.in. do opisywania rozpadu promieniotworczego. Cie-
kawym przyktadem jej zastosowania jest datowanie radioweglowe, ktére jest wykorzystywane
miedzy innymi przez archeologéw do datowania przedmiotéw odnalezionych w trakcie wykopa-
lisk. Wykorzystuje on radioaktywny izotop C' naturalnie wystepujacy w niewielkiej ilogci w
atmosferze.

Podczas zycia zwierzeta i rosliny wymieniaja wegiel w postaci dwutlenku wegla z atmosfera,
utrzymujac stala proporcje izotopu “C w swoim organizmie. Kiedy organizm umrze, wymiana
wegla z atmosferg ustaje, a promieniotwércezy izotop C stopniowo si¢ rozpada, a jego aktyw-
nosci (mierzona w liczbie rozpadéw na minute na gram materii) maleje wyktadniczo z okresem
potowicznego rozpadu T/, = 5730 lat.

W przypadku zywego drewna jego aktywnos¢ wynosi 6.68 rozpadoéw na minute na gram. We-
giel drzewny odnaleziony na poziomie mieszkalnym w jaskini Lascaux we Francji ma aktywnos¢
0.97 rozpadéw na minute na gram. Zapisz funkcje wyktadnicza opisujaca zmiane aktywnosci



drewna w czasie, a naste¢pnie wykorzystaj ja, zeby oszacowaé kiedy jaskinia byla zamieszkana
(a zatem réwniez prawdopodobna date namalowania stynnych malowidet naskalnych).

Zadanie 16 (2 punkty)

Liczba dziennych zachorowan na COVID-19 w Polsce w $rode dnia 1 wrzesnia 2021 wyniosta
366, a w éroddl] dnia 6 pazdziernika 2086. Zakladajac, ze wzrost liczby zachorowan w tym
okresie mozna opisa¢ za pomoca funkcji wyktadniczej, oszacuj liczby zachorowan na COVID-19
w $rode 3 listopada. W rzeczywistosci zarejestrowana liczby chorych tego dnia wyniosta 10434
zachorowan. Czy funkcja wyktadnicza skutecznie zatem opisywalta liczbe zachorowan w Polsce
we wrzesniu i pazdzierniku?

Dane dotyczace liczby zachorowan sa dostepne do pobrania pod adresem:

https://ourworldindata.org/coronavirus/country/poland.

Wykorzystaj dane z linku, zeby sprawdzi¢ kiedy wzrost wyktadniczy wyhamowat.

Zadanie 17 (2 punkty)

Udowodnij, ze dla kazdego x, y, a i b mamy nastepujace wlasnosci logarytméw:
x
loga g = lOga(IE) - loga(y)

log, ()

log,(7) = og, (a)

W danych dotyczacych zachorowan obserwuje sie tygodniowe wachania liczby chorych (np. mniej chorych
rejestrowanych jest w weekendy), wiec najlepiej jest poréwnywaé liczbe chorych tego samego dnia tygodnia. W
tym zadaniu wybralem $rode.


https://ourworldindata.org/coronavirus/country/poland
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